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1. EINLEITUNG 
Fur eine abelsche Gruppe -4 bezeichne rrz(/l) den Rang von il. Fur eine 
endliche p-Gruppe G sei d(G) bzw. d,(G) das Maximum von ~rz(A), wobei A 
alle abelschen Untergruppen bzw. alle abelschen Normaiteiler von G durch- 
kiuft. Die Aufgabe, alle endlichenp-Gruppen G mit d(G) < R bzw. d,(G) < k 
bei fester Zahl K zu bestimmen, ist fur ein kleines R vielfach behandelt worden. 
Fur ungerades p folgt d,(G) < 2 schon aus d(G) < 2. Fur p = 2 ist dies 
falsch, wie das Beispiel Zs x D,, zeigt. Fur ungerades p sind alle endlichen 
p-Gruppen G mit C&(G) = 2 von N. Blackburn in [l] und [2] angegeben 
worden. Das entsprechende Problem fur 2-Gruppen zu l&en? erscheint auDer- 
ordentlich schwierig. A. R. Mac\Villiams zeigt in [4], daB jede Untergruppe 
U einer 2-Gruppe G mit d,(G) = 2 van hiichstens vier Elementen erzeugt 
werden kann. In dieser Arbeit werden alle involutorisch erzeugten 2-Gruppen 
G mit d(G) = 2 bestimmt. Es ergibt sich dann dieMiiglichkeit, alle 2-Gruppen 
G mit d(G) = 2, die mehr als 3 Involutionen enthalten (aiso S,(G) f I/J, 
anzugeben. 
2. BEZEICHNUNGEN UND HILFSSXTZE 
Es wird eine Reihe einfacher Hilfssatze ohne Beweis angegeben. Die hier 
eingefiihrten Bezeichnungen sollen such in den nschsten Abschnitten 
verwendet werden. 
2.1 HILFSMTZ. SeiG g D,, =(a,Z, 1 a&"-l = 9 = 1, ~9 = a-r>, n > 3, 
eine Diedegmppe der Ordnung 2’“. Dam gilt: 
(i) Z(G) = (S-‘) g Z, . 
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(ii) G enthalt 2 Konjugiertenklassen icht zentraler Involutionen S, , S, 
mit 1 S, j = 1 S, j = 2+*. 
(iii) G enthiilt genau 2 Elemente der Ordnung 4. 
(iv) G ist involutorisch erxeugt und es ist d(G) = 2. 
2.2 HILFSSATZ. Sei G = QD2,, = (a, b 1 azn-* = 6” = 1, ub = a*“-l-l), 
n > 4, eine Quasidiedergruppe der Ordnung 2%. Dann gilt: 
(i) Z(G) = (a*“-‘) E 2, . 
(ii) G enthalt 2 Konjugiertenklassen S, , S, nicht zentraler Involutionen 
mit / s, 1 = 1 s* j = 2+-3. 
(iii) D = (S, , S,j ist eine Diedergruppe vom Index 2 in G. 
(iv) d(G) = 2. 
2.3 HILFSSATZ. Sei G = QZrn == (a, b 1 a*“-l = 1, 62 = a*n’-‘, ab = a-l), 
m > 3, eine verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 2”. Dann gilt: 
(i) Z(G) z 2, . 
(ii) G enthalt 3 Konjugiertenklassen von Elementen der Ordnung 4, 
niilnlich T, = {a2”-3, a3.2m-3 }, Tz = (sib; i ungerade}, T3 = {a%; i gerade) 
mit / T1 1 = 2, j T, 1 = ) T3 1 = 2+*. 
(iii) (T2 , T3) = G. 
2.4. HILFSSATZ. Sei Z = Z,m = (x j z@~ = l), m > 2, eine zyklische 
Gruppe der Ordnung 2*“, D g D2+,+l = (a, b 1 a2n = b2 = 1, ab = a-l) eine 
Diedergruppe der Ordnung 2n+1, n > 2. G = ZU D sei das xentrale Produkt 
von Z mit D mit vereinigten zentralen Involutionen s? und a*“-I. Dann gilt: 
(i) Z(G) = ((x). 
(ii) G enthalt 3 kbnjugiertenklassen icht zentraler Involutionen, niimlich 
,‘& = {,$“-’ . a*‘*-‘, ,z#-’ . a3’*“-‘], S, = {nib, ige&e), S, ={&, i ungmade) 
mit I S, / = 2, 1 S2 / = I S; / = 2n-2. 
(iii) <S,) g V, ; <S, , W = D; (SJ n D = (.z~~“-~). 
(iv) <S,> = N und D sind ckarakteristische Untergruppen von G. 
(v) Das Erzeugn& (Al, D> der Involutionen von G ist ein zentrales 
Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung 4 mit der DiedergPuppe D. 
(vi) d(G) = 2. 
2.5 HILFSSATZ. Sei Q = Q2” = (c, d I cZ”-~ = 1, # = CT+*, cd = c-1) 
eke verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 2’n, D = D2nfl z& in 
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2.4. G = Q Y D sei das xentrale Produkt von Q mit Dmit vereinigten xentralen 
.lnvolutionen. Dann gilt: 
(i) Z(G) = (cam-“) g 2s . 
(ii) G enthiilt 5 Konjugiertenklassen nicht zentraler Involutionen, 
niimlich 
8, = (a2”-2 . c2m-s, aZn-a . c3.2m-3}, S, = fa”b, i gerade}, 
S, = {a.%, i ungerade}, S, = (cj daPn-‘, j gerade), 
S, = (cj da2”-“, j ungerade) mit l&l =2, 
1 s, 1 = 1 s, 1 = P-1, 1 s, [ = 1 s, 1 --. p-2. 
(iii) (S, , S,) = D, (S,} n D = Z(G), (S, , S,> = D, E D,,, , 
(D,) n S, = Z(G), D, n D = Z(G). 
(iv) Sei m > 3 oder n > 2 (d.h. 1 G 1 > 64). Dunn ist 
<Sl> < 692 9 m 02 I w, <s3 > &>, <s, 9 S,?. 
(v) G ist involutorisch erzeugt. 
(vi) d(G) = 2. 
2.6 H&SSATZ. Sei Q = Qtm wie in 2.5. 01 sei ein invohtorischer Auto- 
morphismus von Q mit (c2”-‘~ = cBme3. Dams gilt (cjd>” = (cd-l fik a& 
j 3 0. 
3. INVOLUTORISCH ERZEUGTE 2-GRUPPEN G MIT d(G) = 2 
Aus den in 2. angegebenen Hilfssltzen folgt, daB neben der Kleinschen 
Vierergruppe V, die Diedergruppen D,, , n > 3, und die zentralen Produkte 
Z,YD,,bzw Q2,Y D,,, involutorisch erzeugte 2-Gruppen G mit d(G) = 2 
sind. Der folgende Satz zeigt die Umkehrung. 
3.1 SATZ. Sei G eine involutorisch erzeugte 2-Gruppe mit d(G) = 2. Dann 
gilt eine der folgenden Aussagen: 
(i) G s V, ; 
(ii) G s D,, ; n > 3; 
(iii) G FE Z4YD2, ; n > 3; 
(iv) G g Q,,YD,, ; m,n > 3. 
Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel. 
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(a) G enthalt einen Normalteiler N g V, mit 1 G : C,(N)/ = 2: 
Ware jeder abelsche Normalteiler von G zyklisch, so enthielte G nach 
[3, S. 3041 einen zyklischen Normalteiler vom Index 2. Da G involu- 
torisch erzeugt ist, folgt der Widerspruch G z D,, . Aus N < Z(G) folgt 
der Widerspruch G g V, wegen d(G) = 2. 
(b) G enthnlt einen Normalteiler G1 mit N < Gr und 1 G : G1 1 = 2, 
der die Voraussetzungen des Satzes erfiillt: G1 sei ein maximaler von G 
verschiedener involutorisch erzeugter Normalteiler von G mit N < G1 . 
Da G involutorisch erzeugt ist, existiert eine Konjugiertenklasse S von 
Involutionen aus G mit S n G1 = 0. Wegen G., < (G, , S) 4 G folgt 
<G1 , S} = G und damit j G : GJ = 2. Trivialerweise gilt d(G,) = 2. 
(c) Aus G1 z V4 folgt der Widerspruch G s D, . 
(d) Aus G1 E D,r , n > 3, folgt der Widerspruch G s Z, Y D, : 
Wegen V, g N q Gr folgt n = 3. G1 enthalt eine von N verschiedene, 
in G normale Untergruppe M g V, mit 1 G : C,(M)] = 2. Es folgt: 
1 C,(G,)( = j C,(NM)I = 4, also C&G,) s Z, und damit G e Z, Y D, . 
(e) AusGrgZ4YDen,n, > 3, folgt der Widerspruch G g Z, Y Dzn+l 
oder GsQsY D,,: G1 enthalt nach 2.4 (iv) eine charakteristische Unter- 
gruppe D g D,, . Wegen G1 4 G folgt D 4 G. Sei x E G, x $ G, eine 
Involution und Ga = (D, 3). G, erftillt die Voraussetzungen des Satzes und 
wegen Ga < G folgt mit Induktion und Lemma 2.5 G, z Z, Y D, oder 
G2 gs Dfn+l . Im ersten Fall folgt C,(D) z Qs und damit G g Qs Y D,, . Sei 
also G2 z Dzc+l , d E D ein Element der Ordnung 4 und Z(G,) = {x). 
Dann ist dz nach 2.4 eine Involution. Wegen dz = d-l folgt 2% = x (anderen- 
falls ware (d.z)z = dx, was d(G) = 2 widerspricht), also Z(G,) = Z(G) und 
damit G r Z, Y Dzn+l . 
(f) AusG, =QYD,QrQzm, D g D,, , m, n > 3, folgt der Wider- 
spruch GE Qz,,,+l Y D,, oder G g Qzrn Y DZn+l : Sei x E G, x # G1 eine 
Involution. Wegen d(G) = 2 kann x keine nicht zentrale Involution aus G1 
zentralisieren. 1st m + n, folgt mit 2.5 (iii) sofort Q = Q und D” = D. 
Sei also m = n. Im Fall rp1 = n = 3 kann, wie man leicht bestatigt, wegen 
V, gg iV < Gl und N Q G ebenfalls p = Q und D” = D angenommen 
werden. 1st ?n = n > 3, so gilt in der Bezeichnung von 2.5 entweder Do = D 
oder Dz = D ,, . Fur Dx = D folgt such Q = (C,(D))” = C,(D”) = Q. 
1st Dx = D, , so ist nach 2.5 (ii) yy% eine Involution, wenn y E D ein Element 
der Ordnung 4 ist. Wegen (yy”)” = y*y = yyz ergibt sich ein Widerspruch. 
Sei nun wie in (e) Gs = (D, x), also G* s Z, Y D,, oder Gz g D,,+l . Im 
ersten Fall folgt C,(D) E Qern+l , also G = Qzm+l Y D, . Sei also G2 e Dptr+l 
und y E Ga ein Element der Ordnung 4. Dann gilt y” = y-l. Fiir Q = Qsm 
sei die Bezeichnung aus 2.5 gewahlt. Da nach 2.5 yc2m-3 eine nicht zentrale 
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Involution ist, folgt (c~‘~-~)~ = c2m-3. Ware E $ C,(Q), so folgte (cd)-’ = cd 
nach 2.6. Da cdy jedoch eine nicht zentrale Involution ist, folgte wegen 
(cdy)” = (cd)” y” = (cd)-l y-r = (cdy)-1 = cdy ein Widerspruch. Also gilt 
x E C,(Q), Gz = C,(Q) und damit G z Q2mY &+I. 
4. 2-GRUPPEN G nwr d(G) = 2 UND Q(G) + T/i4 
Sei G eine 2-Gruppe mit d(G) = 2. LJ = G(G) bezeichne das Erzeugnis 
der Involutionen von G. JJ erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes 3.1. 
Der Fall L?(G) z I’, erscheint sehr schwierig und wird nicht behandelt. 
4.1 SATZ. Sei G eine 2-Gruppe und Q(G) s D,, , n > 3. Dam gilt 
entwedeev G = Q(G) oder G g QD,,,, . 
Bezueis. Sei fi = (a, bla2”-1=+-1, ab=a-l\ ,’ 3 Z = Z{L’) und 
N = (a). 
(a) Sei Q < G. Dann gilt M = Co(N) g Z,, und Szill N GO,,+, : 
Wegen ~0 c D,, enthalt ikf genau eine Involution. Wegen n 2 g ist M 
zyklisch. ill ist in ML? ein zyklischer Normalteiler vom Index 2. Wegen 2.1 
bis 2.3 folgt 1 LM : Q [ = 2 und dann SZM g QD,,rt~ . 
(b) Es gilt C,(M) = M und G = BM : Wegen M = C,(iV) folgt 
Co(M) = M. Da Q(G) E D,, ist, enthalt G/Co(M) genau eine Involution. 
G/C,(M) ist also eine zyklische Untergruppe der Automorphismengruppe 
von M. Die in G/C,(M) enthaltene Involution invertiert die Elemente von N, 
ist also kein Quadrat in Aut(N). Also folgt ) G : C,(M)/ = ! G : M j = 2. 
4.2 SATZ. Sei G eine 2-Gmppe nzit !LJ = L?(G) g DYZ mit D g D,, , 
IE > 3, und Z s Z, . Dann ist C,(G) = C,(D) e-he zyklische Gruppe. 
Bezueis. Da C,(D) nur eine Involution enthalt, ist C,(D) zyklisch oder 
eine verallgemeinerte Quaternionengruppe. Wegen D = DYZ ist Co(D) 
zyklisch, und wegen Z < C,(D) folgt C,(D) = C&2). 
4.3 SATZ. Sei G eine 2-Gruppe mit Sz = Q Y D mitQ s QpTA und D z D,, , 
m, n > 3. Dam gilt C,(Q) = Z(Q) s Z, und C,(D) = Q. 
Bezueis. Co(Q) kann nur eine Involution x enthalten. Gabe es in C,(..0) 
ein Element x der Ordnung 4, ware wegen x4 = ,a das Produkt von x mit 
einem Element 3~ E r;;! der Ordnung 4 eine Involution, die nicht in Q Bge. 
Also folgt C,(G) = .Z(sZ) = Z, und damit C,(D) = Q. 
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4.4 BEMERKUNG. Da G/C&2) isomorph zu einer Untergruppe von 
Aut(Q) ist, wird die Struktur von G bei gegebenem Q(G) durch die S%tze 
4.1 bis 4.3 weitgehend geklgrt. 
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